II (муниципальный) этап 
XXXVIII Всероссийской олимпиады школьников по математике.

2011 год   г. Саратов    

8 класс (4 астрономических часа)
РЕШЕНИЯ

1. Незнайка идет вдоль аллеи, на которой растет 5 берёз и 4 осины. Он считает опавшие листья. С каждой берёзы упало одинаковое число листьев, а с каждой осины на один лист больше, чем с предыдущего дерева. Сколько листьев упало с каждой берёзы, если Незнайка насчитал всего 169 листьев, а первым деревом была берёза?
Решение.

Пусть с берёзы упало х листьев. 

Если осины растут подряд, то всего упало 
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Если растут три подряд осины, то 
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Если подряд растут по две осины, то 
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Если подряд растут только две осины, то 
[image: image4.wmf]164
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Если все осины растут по одной, то 
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Ответ: По 18 листьев.

Комментарий. Если разобран только один случай и получен ответ – 1 балл.

Если разобрано только два случая и получен ответ – 2 балла.

Если разобрано только три случая и получен ответ – 3 балла.
Если разобрано только четыре случая и получен ответ – 4 балла.

2. Существует ли натуральное число кратное 19, сумма цифр которого равна 19?

Решение.

Алгоритм построения примера:
190+19=209, 2090+19=2109, 21090+19=21109 и т.д. Число на каждом шаге делится на 19, а сумма цифр, начиная с 10, увеличивается на 1 до 19.

Ответ. Да

Комментарий. За ответ «да» без обоснования – 0 баллов.
Если пример указан верно, но не проверено выполнение всех условий – 2 балла.

Если пример указан верно, но не проверено выполнение одного из условий – 3 балла.
3. Даны различные действительные числа x  и y такие, что 
[image: image6.wmf]y
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. Чему может быть равно? Найдите все варианты и докажите, что других нет.
Решение.

Так как 
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[image: image11.wmf]1
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Ответ. -1

Комментарий. Если не обосновано, почему 
[image: image12.wmf]0
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, то – 5 баллов.
4. В каждую клетку таблицы 
[image: image13.wmf]4
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 вписали число. При этом в любых двух квадратах 
[image: image14.wmf]2
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 суммы чисел оказались различными. Какое наименьшее количество различных чисел могло встретиться в этой таблице?
Решение. 

Пусть различных чисел два. Тогда различных сумм можно составить 5 (одно из чисел в ней встречается от 0 до 4 раз). А различных квадратов 
[image: image15.wmf]2
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 можно отметить в таблице 9. Противоречие.

Построим пример заполнения таблицы для трёх различных чисел: 

	a
	a
	b
	c

	a
	a
	b
	c

	b
	a
	c
	c

	c
	c
	c
	c


Выпишем все 9 сумм: 

a+a+a+a; a+a+b+b; b+b+c+c; a+a+a+b; a+a+b+c; b+c+c+c; a+b+c+c; a+c+c+c; c+c+c+c.

Ответ: 3.
Комментарий. Если доказана только оценка – 3 балла.

Если построен только пример – 3 балла.
5. На стороне ВС треугольника АВС отмечена точка E, а на биссектрисе BD — точка F таким образом, что EF || AC и AF = AD. Докажите, что AВ = ВЕ.

Решение.

[image: image16.png]



Из условия задачи следует, что 
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(первое равенство верно, так как EF || AC, второе — поскольку AF = AD). Поэтому равны и углы 
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. Следовательно, треугольники 
[image: image22.wmf]D

BFE и 
[image: image23.wmf]D

BFA равны по общей стороне BF и двум прилежащим к ней углам. Поэтому равны и их соответственные стороны BE и AB. 
6. Двое по очереди проводят на плоскости прямые, причем дважды одну прямую проводить нельзя. Выигрывает тот, после хода которого число кусков, на которые плоскость разбита проведенными прямыми, впервые разделится на 5. Докажите, что тот, кто ходит вторым, всегда может победить.

Решение.

Первое решение. Второй своим первым ходом проводит прямую, параллельную той, которую провёл первый. Если своим вторым ходом первый проведёт прямую, параллельную двум уже проведённым, после его хода плоскость разобьётся на 4 части. Тогда второй проводит прямую, параллельную трём проведённым, и побеждает: частей получается ровно 5. Если же своим вторым ходом первый проведёт прямую, пересекающую две уже проведённые, после его хода плоскость разобьётся на 6 частей. Тогда второй проводит прямую, пересекающую три уже проведённые в трёх различных точках, и тоже побеждает, потому что частей получается 10.

Второе решение. Второй своим первым ходом проводит прямую, пересекающую ту, которую провёл первый. Если своим вторым ходом первый проведёт прямую, параллельную одной из двух проведённых или проходящую через точку их пересечения, после его хода плоскость разобьётся на 6 частей. Тогда второй проводит прямую, пересекающую три уже проведённые в трёх различных точках, и побеждает, потому что частей получается 10. Если же своим вторым ходом первый проведёт прямую, пересекающую обе проведённые в двух различных точках, плоскость разобьётся на 7 частей. Тогда второй проведёт прямую, параллельную одной из проведённых и не проходящую через точки их пересечения, и частей снова получится 10.

Комментарий. В рассмотрении выигрышной стратегии рассмотрены не все возможные случаи — 0 баллов.
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