II (муниципальный) этап 
XXXVIII Всероссийской олимпиады школьников по математике.

2011 год   г. Саратов    

11 класс (4 астрономических часа)
РЕШЕНИЯ

1. У каждого из трёх попарно различных квадратных трёхчленов 
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 с целыми коэффициентами по два различных целых корня, а вместе у них три различных корня. Может ли для какого-то целого числа 
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 произведение 
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 равняться 2010?

Решение. Например, подойдут 
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Ответ. Может 
Замечание. А если считать, что у любых двух из трёх данных трёхчленов наборы корней не совпадают, то не может! В самом деле, тогда имеем 
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, где 
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 — три корня данных многочленов, откуда 
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. Поскольку хотя бы один из квадратов 
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 не равен 1, число 
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 должно делиться на квадрат хотя бы одного простого числа. Но число 2010 = 2 3 5 67 не делится ни на один такой квадрат.

Комментарий. За ответ «может» без обоснования — 0 баллов.

За доказательство утверждения, данного выше в замечании после ответа, при ответе «не может» — 3 балла.
2. В последовательности 
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 нет нулей и при всех 
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 выполнено равенство 
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Решение. Используя равенство 
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, последовательно находим, что 
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. Таким образом, наша последовательность периодична с периодом 6. Осталось заметить, что число 2011 даёт при делении на 6 остаток 1, так что 
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Ответ. 
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Комментарий. Если периодичность последовательности доказана, но ответ неверен или отсутствует — 4 балла.

Проверять периодичность надо до повторения двух идущих подряд членов, то есть до 
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, поскольку её члены задаются двумя предыдущими. Если проверено только, что 
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 — штраф в 2 балла.
3. Пусть a, b и с три положительных  числа такие, что a+b+с=1. Доказать, что тогда 
[image: image35.wmf](
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Решение. 
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 (доказать можно с помощью неравенства Коши или выделением полного квадрата). 
4. Назовём белыми числа вида: 
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 где a и b ( целые, не равные нулю. Аналогично, назовём чёрными числа вида: 
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 где c и d ( целые, не равные нулю. Может ли чёрное число равняться сумме нескольких белых? 

Решение. Может, например: 
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. Это равенство легко проверить возведением в квадрат. Как догадаться до такого равенства? Будем искать черное число, равное сумме двух белых. Опыт работы с радикалами подсказывает, что нужно брать сопряженные белые числа:  
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  (1). Возводя обе части равенства (1) в квадрат, получим: 
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. Достаточно подобрать такие числа A и B, что A2 - 2B2 = 7, тогда можно взять C = 2A, D = 2.

Ответ. Да.
Замечание. Уравнение A2 - 2B2 = 7 имеет бесконечно много решений в целых числах. Поэтому и уравнение (1) имеет бесконечно много решений. Это связано с тем, что уравнение 
Пелля A2 - 2B2 = 1 имеет бесконечно много решений в целых числах. 

Комментарий. За правильный ответ без обоснований ставится 0 баллов.

5. В группе людей каждый имеет хотя бы одного знакомого. Докажите, что эту группу можно разбить на две так, чтобы каждый человек имел хотя бы одного знакомого из другой группы.

Решение. 
Первое решение.

Пронумеруем всех людей следующим образом: возьмем произвольного человека и присвоим ему номер 1. Всем его знакомым присвоим номер 2. Всем непронумерованным людям, у которых есть знакомый с номером 2, присвоим номер 3 и т.д. На k–ом шаге всем непронумерованным людям, у которых есть знакомый с номером k, присвоим номер k+1. Если на некотором шаге окажется, что остались только люди, все знакомые которых не пронумерованы, возьмем любого из оставшихся людей, присвоим ему номер 1 и повторим процесс нумерации. Наконец, мы пронумеруем всех людей. Возьмем тогда в одну группу тех, у кого чётные номера, а в другую – тех, у кого нечётные. Легко видеть, что указанное разбиение удовлетворяет условию.

Второе решение.

Разобьем произвольно всех людей на две группы. Подсчитаем количество знакомств между людьми из разных групп. Возьмем произвольного человека из одной группы. Если он удовлетворяет условию, то перейдем к следующему. Если нет, то это значит, что все его знакомые находятся в этой же группе (они по условию обязательно есть). Тогда переведем его в другую группу. При этом количество знакомств между людьми из разных групп увеличится на число его знакомых. Продолжим этот процесс. Он не может продолжаться бесконечно, так как число всевозможных знакомств конечно. Раз этот процесс остановился, то значит, мы не можем найти человека, который не имеет знакомых в другой группе. То есть условие задачи выполняется.

Комментарий. За рассмотрение любого частного случая ставится 0 баллов.

6. В треугольнике ABC провели биссектрисы AA1, BB1, CC1. Из точки A1 на биссектрисы BB1 и CC1 опущены перпендикуляры A1M и A1N. Пусть К - точка пересечения прямых A1M и CC1, а Т – точка пересечения прямых A1N и BB1.  Доказать, что а) прямая MN параллельна BC; б) прямая КТ перпендикулярна АA1.

Решение. 
[image: image42.png]



а) Продолжим прямые до пересечения 
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. Треугольники 
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 равнобедренные, так как биссектриса является высотой, а значит, и медианой. Поэтому 
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. Поэтому 
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. Рассмотрим треугольники 
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. По свойству биссектрисы 
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 и треугольники подобны. Значит, 
[image: image53.wmf]BC

MN

BC

SL

Þ

.

б) В треугольнике 
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 проведены высоты 
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. Так как высоты треугольника пересекаются в одной точке, то третий отрезок тоже высота 
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Комментарий. За доказательство только пункта а) ставится 4 балла.

За доказательство только пункта б) ставится 3 балла.
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