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10 класс (4 астрономических часа)
РЕШЕНИЯ

1. Вова нарисовал на доске три параболы (см. рис). Он утверждает, что уравнения этих парабол y = ax2 + bx + c, y = bx2 + cx + a, y = cх2 + ax + b в каком-то порядке. Может ли это быть правдой при некоторых a, b и c?

[image: image1.wmf]1
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Решение. Первый способ. Если судить по ветвям парабол – два коэффициента из трех больше нуля.

Если судить по пересечениям с осью ОY – два коэффициента из трех меньше нуля. Противоречие.

Второй способ. Если вычислить значения всех трех функций при 
[image: image26.png]


, то получим одно и то же значение 
[image: image2.wmf]c
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. Значит, все три графика пересекаются в одной точке. Но такого нет. Противоречие.
Ответ: Нет.

Комментарий. За ответ без обоснования — 0 баллов.

2. Пусть a, b и с три положительных числа такие, что a+b+с=1. Докажите, что тогда 
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3. Клетчатый лист бумаги размером 10×10 покрыт 55 квадратиками, состоящими из 4 клеток (не выходящими за пределы исходного квадрата). Докажите, что один из них можно убрать так, что оставшиеся будут по-прежнему покрывать всю доску.

Решение.

Отметим левые нижние клетки всех маленьких квадратов 2×2. Они могут занимать в большом квадрате 10×10 левый нижний квадрат 9×9. Разобьем его на горизонтальные прямоугольники 3×1. По принципу Дирихле в один их этих 27 прямоугольников попадет, по крайней мере, три отмеченных клетки (55=27+27+1). Если две из них совпадают, то один из квадратов, соответствующий этим клеткам, можно убрать. Если они не совпадают, то можно убрать средний квадрат (его покрывают два крайних).

[image: image6.png]



4. В трапеции ABCD (BC||AD) диагонали пересекаются в точке O. На боковых сторонах AB и CD взяли точки M и N соответственно, так что M – середина AB, ON||AD. Докажите, что BN||MD.
Решение.

[image: image7.png]



Проведем до пересечения прямые 
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. Рассмотрим три пары подобных треугольников. 
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. В итоге получаем 
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. Следовательно, как средняя линия треугольника 
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5. На доске написаны все натуральные числа от 1 до 50. Разрешается стереть с доски любые два числа и написать на их месте одно из чисел 
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 EMBED Equation.3  [image: image16.wmf]b
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. Можно ли добиться того, чтобы на доске осталось только а) число 1; б) число 3?
Решение.

Найдем, как изменяется сумма всех чисел при данных операциях. 

Первая операция: 
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Вторая операция: 
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Третья операция: 
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Заметим, что изменение всегда кратно 4. Вычислим исходную сумму всех чисел:
[image: image20.wmf]1275
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. При делении на 4 дает остаток 3. Поэтому 1 получить нельзя.

Покажем, как можно получить 3. На первом этапе получим 24 числа 51 из пар вида 1+50, 2+49 и т.д. На втором из 8 одинаковых чисел получим 0 с помощью операций 
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. И затем уничтожим все нули с помощью первой операции. На третьем этапе из оставшейся пары чисел с помощью третьей операции получим 3. Для того чтобы определить, какая пара должна остаться, решим систему: 
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Комментарий. За доказательство только пункта а) ставится 3 балла.

За доказательство только пункта б) ставится 4 балла.

6. На бесконечной клетчатой плоскости нужно расположить ферзей так, чтобы каждый ферзь бился ровно четырьмя другими. Можно ли расположить: а) конечное число прозрачных ферзей (ферзь называется прозрачным, если сквозь него можно бить других ферзей); б) бесконечное число непрозрачных ферзей; в) конечное число непрозрачных ферзей?

Решение.
а) Да. [image: image23.png]O|o|o|o|o



 б) Да [image: image24.png]e}
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Ответ. а) Да; б) Да; в) Да.

Комментарий. За правильное решение только пункта а) — 2 балла.
За правильное решение только пункта б) — 2 балла.
За правильное решение только пункта в) — 3 балла.
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