II (муниципальный) этап Всероссийской олимпиады школьников по математике.

2012 год   г. Саратов   

10 класс (4 астрономических часа)
1.  Может ли вершина параболы 
[image: image79.png]


 лежать во второй координатной четверти при каком-нибудь значении а?
Решение. Найдем координаты вершины параболы. [image: image3.png]


   Получим, что [image: image5.png]Vo < 0.



 
Ответ: Нет, не может.
2.  Докажите, что число, состоящее из 2012 единиц, 2012 двоек и некоторого количества нулей, не является квадратом натурального числа.

Решение. При делении на 9 квадрат не может дать остаток 6 (могут быть только остатки 0, 1, 4, 7), а наше число дает его. Так как сумма его цифр равна 6036.
3. Сколько существует трехзначных чисел, у которых цифра десятков получается из  цифры единиц, умноженной на целое число?

Решение. Цифру сотен можно выбрать 9 способами. Рассмотрим все варианты чисел, на которые можно умножить цифру единиц. 

Если это 0. То тогда цифру единиц можно выбрать 10 способами. 

Если это 1. То тогда цифру единиц можно выбрать 9 способами. 0 брать нельзя, так как получится в произведении 0, а этот вариант рассмотрен в предыдущем случае.

Если это 2, то тогда цифру единиц можно выбрать 4 способами (0 снова брать нельзя).

Если это 3, то тогда цифру единиц можно выбрать 3 способами (0 снова брать нельзя).
Если это 4, то тогда цифру единиц можно выбрать 2 способами (0 снова брать нельзя).
Если это 5, то тогда цифру единиц можно выбрать 1 способом (0 снова брать нельзя).
Если эта цифра больше 5, то тогда цифру единиц можно выбрать 1 способом (0 снова брать нельзя).

По правилу сложения получаем всего 29 способов.

По правилу умножения в итоге получаем 261 способ.
Ответ: 9(10+9+4+3+2+1+1+1+1+1)=297.
4.  Прямая, касающаяся описанной около равнобедренного треугольника [image: image8.png]ABC (AB = AC)



 в точке [image: image10.png]


, пересекает прямую [image: image12.png]AC



 в точке [image: image14.png]


 (точка [image: image16.png]


 между точками [image: image18.png]


 и [image: image20.png]


). Пусть точка [image: image22.png]


 – середина [image: image24.png]AB



, а [image: image26.png]AD



. Чему равна проекция [image: image28.png]DE



 на [image: image30.png]AB



?
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Решение.
Проведём через [image: image32.png]


 прямую, параллельную [image: image34.png]BC



, и обозначим через [image: image36.png]


 точку её пересечения с прямой [image: image38.png]AB



. Имеем [image: image40.png]AK = AD




 Кроме того, [image: image42.png]¢DKB = £ABC = £ACB = £DBK



.  Последнее равенство следует из теоремы об угле между хордой и касательной. Таким образом, [image: image44.png]DB = DK.



 Следовательно, основание перпендикуляра из [image: image46.png]


 на [image: image48.png]AB



 – середина [image: image50.png]BK



 и [image: image52.png]lag =2
~AK =~



. 

Ответ: [image: image54.png]


.
5.  Докажите, что при любых x, y и z  выполняется неравенство 

x4 + y4 + z2 + 1 ( 2x∙(xy2 – x + z + 1).
Решение.  x4 + y4 + z2 + 1 ( 2x∙(xy2 – x + z + 1) [image: image56.png]


 2[image: image58.png]X2y 4+ y* 422 —2xz+x2 +x?

2x+1=20= (x2 —y2)? + (z—x)?



+[image: image60.png](x—1)2=0



.
6. В течение недели учитель по математике ставил детям оценки «1», «2», «3», «4» и «5». Среднее арифметическое всех оценок Феди оказалось равным в точности 3,5. И тогда, по просьбе Феди, учитель заменил одну его оценку «4» парой оценок «3» и «5». Докажите, что от этого средняя оценка Феди по математике увеличилась. Найдите наибольшее возможное её значение.
Решение. Получим сначала оценку для нового среднего оценок. Пусть исходное число оценок равно [image: image62.png]


 и среднее их значение равно 3,5. Тогда [image: image64.png]n>1



 (иначе единственная исходная оценка оказалась бы равной «3,5») и после замены одной оценки «4» на пару оценок «3» и «5» новое среднее значение всех оценок равно [image: image66.png]


 причём [image: image68.png]f(n) < f(2)



=3[image: image70.png]


. 

Теперь приведём пример. Последнее значение достигается при [image: image72.png]


, когда исходные оценки – это «3» и «4». Тогда старое среднее значение оценок равно [image: image74.png]


, а новое среднее значение оценок равно [image: image76.png]


.

Ответ:  3[image: image78.png]


.  
Комментарий.

Если построен только пример – 3 балла.

Если доказана только оценка – 4 балла.
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