II (муниципальный) этап Всероссийской олимпиады школьников 
по математике.   2012 год   г. Саратов   

11 класс (4 астрономических часа)
1. Пусть дан многочлен [image: image2.png]flx)=(x+b)*—c



, у которого коэффициенты b и с – целые числа. Докажите, что если c делится на простое p и не делится на [image: image4.png]


, то для любого целого n, [image: image6.png]


 не делится на [image: image8.png]


.

Решение. Доказательство методом от противного. Если [image: image10.png]


 делится на [image: image12.png]


, то делится на p. А так как с делится на p, то и[image: image14.png](n+b)?



  делится на p,  и так как p – простое, то  делится и на [image: image16.png]


,  следовательно, на него делится и с. Противоречие.

2. Сколько существует четырехзначных чисел, у которых цифра десятков получается из цифры единиц, умноженной на целое число, а цифра тысяч получается из цифры сотен, умноженной на целое число?

Решение.

Рассмотрим все варианты чисел, на которые можно умножить цифру единиц. 

Если это 0. То тогда цифру единиц можно выбрать 10 способами. 

Если это 1. То тогда цифру единиц можно выбрать 9 способами. 0 брать нельзя, так как получится в произведении 0, а этот вариант рассмотрен в предыдущем случае.

Если это 2, то тогда цифру единиц можно выбрать 4 способами. 

Если это 3, то тогда цифру единиц можно выбрать 3 способами. 

Если это 4, то тогда цифру единиц можно выбрать 2 способами. 

Если это 5, то тогда цифру единиц можно выбрать 1 способом. 

Если эта цифра больше 5, то тогда цифру единиц  можно выбрать 1 способом.  

По правилу сложения получаем всего 29 способов.

Аналогично рассматриваем связь между цифрой тысяч и цифрой сотен. Только в этом случае нельзя умножать на нуль. Поэтому получим 19 способов.

По правилу умножения в итоге получаем 551 способ.

Ответ: (9+4+3+2+1+1+1+1+1)(10+9+4+3+2+1+1+1+1+1)=23*33=759.
3. Решите систему уравнений: 

[image: image17.png]B

+

S

+

<

SIS

&

bz





Решение. [image: image19.png]242 ? =162%
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[image: image20.png]xt2ay+y’ =ty (x—y) =0 x=y=ttERt#0.= z=





Проверкой убеждаемся, что все эти значения являются решениями.

Ответ: [image: image22.png]x

ty=tz
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.

Комментарий. Если решение получено в результате неравносильных переходов и нет проверки – 6 баллов.
[image: image1.png]flx)=(x+b)*—c




4. Докажите, что если в выпуклом шестиугольнике каждая из трех диагоналей, соединяющих противоположные вершины, делит площадь пополам, то эти диагонали пересекаются в одной точке.

Решение. 

Предположим, что диагонали шестиугольника образуют треугольник PQR. Обозначим вершины шестиугольника следующим образом: вершина A лежит на луче QP,  B — на RP,  C — на RQ и т. д. Так как прямые AD и BE делят площадь шестиугольника пополам, то SAPEF + SPED = SPDCB + SABP и SAPEF + SABP = SPDCB + SPED. Поэтому SABP = SPED, т. е. 

	AP · BP = EP · DP = (ER + RP)(DQ + QP) > ER · DQ.



	


Аналогично CQ · DQ > AP · FR и FR · ER > BP · CQ. Перемножая эти неравенства, получаем AP · BP · CQ · DQ · FR · ER > ER · DQ · AP · FR · BP · CQ, чего не может быть. Поэтому диагонали шестиугольника пересекаются в одной точке.
5. Профессор истории считает век знаменательным, если в нём есть год, произведение цифр в записи которого равно возрасту профессора. Известно, что знаменательные века существуют, а профессору меньше 50 лет. Докажите, что количество знаменательных веков среди всех веков нашей эры (с первого по двадцатый включительно) нечётно.

Решение. Первый шаг. 

Заметим, что если к трехзначному числу спереди приписать единицу, то произведение цифр у получившегося четырехзначного числа будет таким же, как у трехзначного. Таким образом, если год с трехзначным номером [image: image24.png]


 знаменательный, то и год с номером [image: image26.png]n + 1000



 тоже будет знаменательным. Отсюда получаем, что если какой-то век среди веков со второго по десятый включительно знаменательный, то и век с номером, большим на 10, тоже знаменательный. Таким образом, среди веков нашей эры, исключая первый и одиннадцатый, знаменательные века встречаются парами. Поэтому среди этих восемнадцати веков их чётное число.

Второй шаг. 

Изучим оставшиеся века. Одиннадцатый век незнаменательный, так как любой его год содержит нуль в записи и произведение цифр равно нулю. Докажем, что первый век – знаменательный. Для этого рассмотрим двузначные числа. Докажем, что существует число, произведение цифр которого равно возрасту профессора. Это означает, что возраст профессора разлагается на два натуральных множителя, меньших 10. Так как знаменательные века существуют, то возраст профессора раскладывается на несколько простых однозначных множителей. Это могут быть только 2, 3, 5, 7.

Третий шаг. 

Перебор случаев. Пусть возраст профессора x. Если x делится на 5 или 7, то искомым разложением будет [image: image28.png]


 [image: image30.png]


, так как [image: image32.png]


. 

Если же этих делителей нет, то [image: image34.png]X
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. 

Если [image: image36.png]


, то [image: image38.png]8y



 и [image: image40.png]y <2 <10



. Если [image: image42.png]b=2



, то [image: image44.png]9y



 и [image: image46.png]y <2 <10



. 

Если [image: image48.png]a<3



, [image: image50.png]b<2



то [image: image52.png]X
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 и [image: image54.png]2% < 10



,[image: image56.png]3% <10



. 

Комментарий.

Если выполнен только первый шаг – 3 балла.

Если выполнены только второй и третий шаг – 3 балла.

6.  В треугольнике ABC точка I - центр вписанной окружности. Точки M и N - середины сторон BC и AC соответственно. Известно, что угол AIN прямой. Докажите, что угол BIM - также прямой.

Решение. Проведем медиану IK в треугольнике AIN . По теореме о медиане прямоугольного треугольника [image: image58.png]LIAK = LAIK = £IKN = 2£IAK





[image: image60.png]= MN || AB



 (по теореме о средней линии треугольника). Тогда продолжим KI  до пересечения с BC  в точке P. По теореме Фалеса, так как [image: image62.png]AK = KN = BP




. По свойству параллельных прямых [image: image64.png]£LIBP = BP = 1P



. Тогда снова по обратной теореме о медиане прямоугольного треугольника получаем, что угол BIM - также прямой.
